GROUPE DE BRAUER ET POINTS ENTIERS DE DEUX 
FAMILLES DE SURFACES CUBIQUES AFFINES 



par 

Jean-Louis Colliot-Thelene & Olivier Wittenberg 



Resume. — Soit a un entier non nul. Si a n'est pas de la forme 9n ± 4 pour un 
n 6 Z, il n'y a pas d'obstruction de Brauer— Manin a l'existence d'une solution 
de l'equation x 3 + y 3 + z 3 = a en entiers x,y,z G Z. D'autre part, il n'y 
a pas d'obstruction de Brauer-Manin a l'existence d'une solution de l'equation 
x .3 _|_ y'i _|_ 2 Z 3 _ a en entigfs 3/, z G Z. 



1. Introduction 



II est connu depuis Ryley Ryl25 que tout entier, et meme tout nombre rationncl, 
peut s'ecrire comme somme de trois cubes de nombres rationnels. La question de savoir 
quels entiers s'ecrivent comme sommes de trois cubes d'entiers relatifs, en revanche, 
est toujours ouverte. Un tel entier ne peut etre congru a 4 ou 5 modulo 9. Plusieurs 
auteurs ont conjecture que reciproquement, tout entier non congru a 4 ou 5 modulo 9 
est la somme de trois cubes d'entiers relatifs (cf. [H B92[ p. 623], [CV9 4 ). 

Un probleme apparente, remontant semble-t-il a Mordell (cf. [Ko36 ), consiste a 
determiner quels entiers s'ecrivent sous la forme x 3 + y 3 + 2z 3 avec x,y,z G Z. II se 
pourrait que tout entier, sans exception, possede cette propriete. La relation bien 
connuc 

(1.1) {a + if + {a - if ~ 2a 3 = 6a 

montre au moins que les entiers multiples de 6 admettent une telle ecriture. 

II n'est pas exclu que des identites similaires a (jl.ip puissent suffire a demontrer 
que tout entier non congru a 4 ou 5 modulo 9 est une somme de trois cubes. Toutefois, 
Vaserstein [Vas91l a etabli que si x(t) 7 y(t), z(t) e Q[t] sont des polynomes tels que 
x(t) 3 + y(t) 3 + z(t) 3 = t, alors l'un de x(t), y(t) et z(t) est necessairement de degre ^ 5. 

La question de la resolubilite des equations x 3 + y 3 + z 3 = a et x 3 + y 3 + 2z 3 = a 
en nombres entiers relatifs, pour a fixe, est signalee dans le recueil de Guy |Guy04| 
D5, p. 231] et a donne lieu a de nombreuses experiences sur ordinateur, qui jusqu'ici 
n'ont permis d'exhiber aucun triplet {x,y,z) £ Z 3 tel que x 3 + y 3 + z 3 = 33 ou 
x 3 + y 3 + 2z 3 = 148 (cf. |EJ09j . |KoyOO| ). 
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Etant donne un schema U de type fini sur Z, il resulte de la theorie du corps de 
classes global que l'image de l'application diagonale U(Z) — > Y\U(Z p ), ou p parcourt 
l'ensemble des places de Q (en convenant que Z m = R), est incluse dans le sous- 
ensemble des points adeliques orthogonaux au groupe de Brauer de U = U (g z Q pour 
l'accouplement de Brauer-Manin (cf. [CTX09, §1]). La vacuite de ce sous-ensemble 
permet dans certains cas d'expliquer celle de U(Z) (cf. [CTX09] , |KT08j ). On parle 
alors d'obstruction de Brauer-Manin entiere (ou simplement d'obstruction de Brauer- 
Manin) a l'existence d'un Z-point de U. C'est un cas particulier de l'obstruction de 
Brauer-Manin a l'approximation forte sur U . 

Cassels [Cas85j s'etait rendu compte que la loi de reciprocite cubique impose une 
contrainte non triviale aux solutions entieres de l'equation x 3 + y 3 + z 3 — 3 (a savoir, 
les entiers x, y et z sont necessairement congrus entre eux modulo 9). Son argument 
revient en realite a exhiber une obstruction de Brauer-Manin a l'approximation forte 
sur la surface affme d'equation x 3 +y 3 +z 3 = 3 sur Q. (II s'agit meme d'une obstruction 
a l'approximation faiblc ; voir la remarauc l5 . 7l ci-dessous. ) II est naturel de se demander 
si de facpn plus generale, il se pourrait qu'une obstruction de Brauer-Manin interdise, 
pour certains entiers a, l'existence de x,y,z S Z tels que x 3 + y 3 + z 3 — a on 
x 3 + y 3 + 2z 3 = a (sous l'hypothese, pour la premiere equation, que a n'est pas 
congru a 4 ou 5 modulo 9). Le but de cet article est de demontrer qu'il n'en est rien : 
les diverses lois de reciprocite englobees dans l'obstruction de Brauer-Manin entiere 
ne permettent d'exclure aucun entier a. 

Le texte est organise comme suit. Les paragraphes et [3] sont consacres a la 
determination des groupes de Brauer des surfaces affines d'equations x 3 + y 3 + z = a 
et x 3 + y 3 + 2z 3 — a sur Q (propositions 12.11 13.11 et 13. 4|) . Les demonstrations des 
propositions 13. Il et 13.41 reauierent l'utilisation d'information arithmetique non triviale 
(classification des courbes elliptiques sur Q isogenes a une courbe elliptique donnee) 
et ne s'etendraient pas telles quelles a des equations plus generales ou a des corps de 
nombres autres que Q. Au paragraphe [H tirant parti de la structure de groupe des 
courbes elliptiques a; 3 + y 3 + z 3 = et x 3 + y 3 + 2z 3 — sur F p , nous etablissons le 
theoreme principal de Particle ftheoreme ^.ip . Finalement, le paragraphe [5] rassemblc 
divers complements a la demonstration du theoreme 14.11 dont certains pourraient 
avoir un interet independant, discutc quclqucs cxemples et souleve la question de 
la densite de U(k) dans l'ensemble des points adeliques de U orthogonaux a Br([/) 
(pour la topologie adelique modifiee aux places infinies ; voir la question l5.8l (ii) pour 
un enonce precis) lorsque U est le complementaire d'une section hyperplane lisse dans 
une surface cubique lisse sur un corps de nombres. 

Remerciements. Des calculs partiels sur les surfaces x 3 + y 3 + z 3 = at 3 avaient ete 
realises par Venapally Suresh il y a quelques annees. Nous savons gre a Samir Siksek 
d'avoir attire notre attention sur l'equation x 3 + y 3 + 2z 3 = a. Le premier auteur 
remercie 1'Institut Alfred Renyi (Budapest) et l'Institut Hausdorff (Bonn) pour leur 
hospitalite. 

Notation. Si k est un corps et a un element de fc, on notera k{^fa) une extension 
minimale de k dans laquelle a soit un cube ; le symbole ^/a designera une racine 
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cubique de a, fixee une fois pour toutes, dans cette extension. Selon cette convention, 
l'extension k{y/a)/k est toujours de degre 1 ou 3. 



2. Sur un corps arbitraire 

Dans ce paragraphe nous determinons le groupe de Brauer des surfaces cubiques 
projectives d'equations x 3 + y 3 + z 3 = at 3 et x 3 + y 3 + 2z 3 = at 3 et en exhibons des 
generateurs explicites (proposition ^. Le calcul, purement algebrique, vaut sur un 
corps arbitraire de caracteristique differente de 3 ne contenant pas de racine cubique 
primitive de l'unite. 

Soicnt k un tel corps et X une variete geometriquement irreductible et lisse sur k. 
Notons K = k[j]/(j 2 +j + l) et G = Gal(K/k) = {1,<t}, ou o est defini par <r(j) = j 2 . 
Notons k(X) et K(X) les corps de fonctions rationnelles de X et de X (g) k K . 

Soit fi 3 le G-module {l,j,j 2 }. Pour f,g £ K(X)*, le cup-produit {f,g} des 
classes de / et de g dans K(X)* /K(X)* 3 = H 1 (K(X),fi 3 ) est un element de 
H 2 (K(X),nf 2 ). Nous noterons (f,g)j € H 2 (K (X) , n 3 ) l'image de {/,<?} ® j par 
l'isomorphisme G-equivariant canoniquc 

H 2 (K (X), M f ) n s ^> H 2 (K(X), nf 3 ) = H 2 (K(X), Ma ) 

(en remarquant que fif 3 — fi 3 puisque fif 2 = Z/3Z) ; ce symbole est Z-bilineaire et 
antisymetrique cn / et g. II resulte des egalites 

<j({a, b} <g> j) = {a(a), <r(b)} ® <j(j) = {<r(a), tr(6)} ® j 2 = -{cr(a), <r(6)} ® j 

que Taction de G sur (a, 6) 3 est donnee par 

(2.1) a((a,b) j )=-(a(a),a(b)) j . 

Rappelons enfin que le groupe H 2 (k(X), fi 3 ) (resp. H 2 (K (X) , fi 3 )) s'identifie au 
sous-groupe de 3-torsion de Bi(k(X)) (resp. de Br(K(X))) et que la lissite de X 
entraine que les fleches naturelles Br(X) Br(k(X)) et Br(X (g) fc A") ->■ Bt(K(X)) 
sont des injections. 

Proposition 2.1. — Soit k un corps de caracteristique differente de 3 ne contenant 
pas de racine cubique primitive de l'unite. Soit a G k* . Notons X C P 3 . et X' C P| 
les surfaces projectives et lisses d'equations homogenes respectives x 3 + y 3 + z 3 — at 3 
et x 3 + y 3 + 2z 3 = at 3 . Les classes 

A = Cores K{x)/k{x) ((x+jy)/(x + y),a) j e H 2 {k{X),n 3 ) c Br(k(X)), 
A' = Coves K{x , )/k(x>) ((x +jy)/(x + y),4a) j € H 2 (k(X'), Ma ) c Br(k(X')) 

appartiennent aux sous-groupes Br(X) C Br(k(X)) et Br(X') C Br(k(X')). Si a n'est 
pas un cube dans k, le quotient Br{X)/ Br(fc) est d'ordre 3 7 engendre par l'image de A. 
Si aucun de a, 2a, 4a n'est un cube dans k, le quotient Bi(X') / Bi{k) est d'ordre 3, 
engendre par I 'image de A' . 
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Demonstration. — On suppose que a n'est pas un cube. II est connu (cf. M an72l 
§45.3], [CTS871 p. 430]) que le quotient Br(X (g> k K)/ Bi(K) est isomorphe a (Z/3) 2 , 
que les deux elements 

a = ((x + jy)/(x + y),a) j 

et 

p = {{x + z)l{x + y),a) j 

de Br(K(X)) appartiennent au sous-groupe Br(X ® fc K), et que leurs images dans 
Br(X K) / Bi(K) constituent une base de ce Z/3Z-espace vectoriel. Ceci implique 
deja que A = Coves K ^ x y k ^ x ^{a) appartient a Br{X). 
La formule (|2.1|) montre que a(f3) = —ft et que 

(2.2) a-a(a) = ({x + jy)(x + fy)/(x + y) 2 , a) j = ((x 3 + y 3 )/{x + y) 3 , a) 3 
= ((x 3 + y 3 )/t 3 , a) j = (a - (z/t) 3 , a) j = {{z/tf - a, a) j = 

(cf. |Ser62l Ch. XIV, §2, prop. 4]), d'ou o-(a) — a. Ainsi le groupe des invariants 
(Bv(X K)/ By(K)) est-il isomorphe a Z/3Z, engendre par a. 
Les applications 

Res : Br(X)/Br(fc) — > Bi{X ® k K)/Bv{K), 
Cores : Bv{X ® k K)/Bx{K) — > Br(X)/Br(fc) 

de restriction et de corestriction satisfont Cores o Res = 2 et Res o Cores = 1 + a. 
Comme la surface X® k k{^/a ) est fc(-y/a)-rationnclle (cf. HW08 ( §13.7]), le quotient 
Bv(X ® k k{^/a))/ Bv{k{^/a)) est nul. L'extension k(^fa)/k etant en outre de degre 
impair, il s'ensuit que Br(X)/Br(fc) est d'ordre impair. L'application Res induit done 
un isomorphismc 

Br(X)/Br(fc) {Bv{X ® k K)/Bv(K)) G 

dont l'inverse est — Cores. Compte tenu que la composee Res o Cores coincide sur 
(Bv(X K)l Bv(K)) G avec la multiplication par 2, on conclut que Bv(X)/ Br(fc) est 
d'ordre 3 et est engendre par Cores(a). 

Supposons maintenant que ni a, ni 2a, ni 4a ne soient des cubes dans k. Si 2 
est un cube dans k, la surface X' est isomorphe a X et A' s'identifie a A, de sorte 
qu'il n'y a rien de plus a demontrer. Supposons done que 2 ne soit pas un cube. 
D'apres |CTKS871 §1, proposition 1], le quotient Bv{X' ® k K)/Bi{K) est alors 
isomorphe a Z/3Z. Comme d'autre part, notant i l'extension de degre 9 de k donnee 
par i = k(^/a, -s/2), la surface X 1 ® k I est £-rationnelle, le groupe Bv{X')j Br(fc) est 
d'ordre impair et l'application de restriction induit a nouveau un isomorphisme 

Br(J5T')/Br(fc) _^ (Br(X' ® k K)/Bv(K)f 

dont l'inverse est l'oppose de la corestriction. 

L'element a 1 = ((x + jy)/(x + y), 4a)j de Br(K(X')) appartient au sous-groupe 
Bv(X' <E) k K) C Bv(K(X')) car le diviseur de la fonction rationnelle (x + jy)/(x + y) 
sur X'® k K est la norme d'un diviseur sur X' ® k K{\fAa) (cf. [CTS871 Ex. 2.7.8 (c)]). 
Par consequent A 1 = Goves K ^ x ,y k ^ x ,^(a l ) appartient a Bv(X'). 
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Pour conclure il suffit de verifier que l'image de a' dans B?(X' '® k K) / Br(K) est non 
nulle et est invariante par G. Qu'elle soit invariante par G resulte d'un calcul similaire 
a (PT2)) . Elle est non nulle parce que son image dans Bt(X' ® k K{\/2))/ Bx(K{\/2)) est 
non nulle : en effet, sur le corps K(?/2), les surfaces X et X 1 deviennent isomorphes 
et a' s'identifie a a, dont on a deja vu que l'image dans Br(X <g> k K(y / 2))/ Br(K(\/2)) 
est non nulle. □ 



3. Sur les rationnels 

Le but de ce paragraphe est de determiner les groupes de Brauer des surfaces 
cubiques affines d'equations x 3 + y 3 + z 3 = a et x 3 + y 3 + 2z 3 = a sur le corps Q des 
rationnels (propositions 13.11 et I3.4[) . 

Proposition 3.1. — Soit a G Q*. Notons X C Pq la surface projective et lisse 
d 'equation homogene x 3 +y 3 + z 3 = at 3 etU C Aq la surface cubique affine d 'equation 
x 3 + y 3 + z 3 — a, de sorte que U est le complementaire dans X de la section hyperplane 
d'equation t = 0. La fleche de restriction Bv(X) — > Br(C7) est un isomorphisme. 

Sous les hypotheses de la proposition l3.il si a n'est pas un cube dans Q, le quotient 
Br(C/)/ Br(Q) est done d'ordre 3, engendre par l'image de la classe A definie dans la 
proposition 12.11 

Demonstration. — Notons D C X la section hyperplane d'equation t = 0. Comme D 
est lisse, il resulte du theoreme de purete pour le groupe de Brauer que la suite exacte 
de localisation s'ecrit 

(3.1) >Bi(X) >Bt(U)-^H 1 (D,Q/Z) 

(cf. |Gro6 8, §6]). Pour etablir la proposition il suffit done de montrer que l'application 
d D est nulle. Soient A G Br(f7) et m = d D {A) e H l (D, Q/Z). Notons P , 
P 1 , P 2 G -^(Q) les points de coordonnees homogenes P = [1 : — 1 : : 0], 
P 1 = [-1 : : 1 : 0], P 2 = [0 : -1 : 1 : 0]. Soit k = Q(^a). Soient L , L t , 
L 2 C P| les droites d'equations 

L : x + y = 0, z = y/at, 

L 1 : x + z = 0, y = \fat, 

L 2 : y + z = 0, x = \fat. 

Pour tout 2, la droite L i est contenue dans X £g)q k et rencontre D <8>q /c en un unique 
point, le point P i (E>q k. Notons A i S Bx(L i n U) la restriction de A a L i n U. Comme 
L^U est isomorphe a Ajf, et que Br(A[.) = Br(fc) (la caracteristique de k etant nulle), 
la classe A i est constante ; son residu au point P i <8>q k est done nul. Comme d'autre 
part D <g>q k et L i se rencontrent transversalement en P i (gig k, le residu de A i en 
P i (g)q k n'est autre que l'image de m par l'application 7f 1 (D,Q/Z) — > ff 1 (fc, Q/Z) 
d'evaluation en Pj<X>q/c. II s'ensuit que la classe m{P i ) G H 1 (Q, Q/Z) appartient pour 
tout i au noyau de la fleche de restriction i? 1 (Q, Q/Z) — > H 1 (k, Q/Z). Or cette fleche 
est injective puisque l'extension fc/Q est soit triviale, soit cubique et non cyclique. 
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D'ou la nullite de m(P i ) pour tout i. L 'assertion (b) du lemme ci-dessous permet d'en 
deduire que m = 0, ce qui conclut la demonstration de la proposition 13. II □ 

Lemme 3.2. — Soient D c Pq la courbe plane d 'equation x 3 + y 3 + z 3 = et 
P , P 1; P 2 G -D(Q) les points de coordonnees P Q = [1 : —1 : 0], P 1 = [—1 : : 1], 
P 2 = [0 : -1 : 1]. Alors : 

(a) Le noyau de la fleche H 1 {D,C^/'L) — > _ff 1 (Q,Q/Z) d 'evaluation au point P 
est isomorphe a Z/3Z. 

(b) Un element de H 1 ^, Q/Z) nul en P et en P 1 est nul. 

Demonstration. — Munissons D de la structure de courbe elliptique sur Q ayant pour 
element neutre le point rationnel P Q . Pour etablir le lemme 13.21 il suf&t de connaitre 
toute la torsion rationnelle pouvant apparaitre dans une courbe elliptique isogene 
sur Q a D. En effet, un element m de Q/Z) nul au point P s'identifie a une 

suite exacte 

(3.2) >Z/nZ >E > D >0 

ou E est une courbe elliptique sur Q et n est l'ordre de m. Pour P e -D(Q), la 
classe m(P) est alors egale a l'image de P par la fleche D(Q) — > iJ 1 (Q,Z/nZ) c 
ff^QjQ/Z) bord de $£2$ . 

Le changement de variables x — —4 — 3r/, y — —4 + 3rj, z — 6^, indique par 
Selmer dans [SelBl] . permet de ramener l'equation de D sous la forme de Weierstrass 
rj 2 = £ 3 — 16/27. Cette courbe est notee 27A1 dans les tables de Cremona |Cre97j . 
Dans celles-ci, on lit de plus que la classe d'isogenie de D comprend trois autres 
courbes elliptiques sur Q et que le sous-groupe de torsion du groupe de Mordell-Weil 
de chaque courbe elliptique sur Q isogene a D est soit trivial soit d'ordre 3. Par 
consequent une suite exacte de la forme (|3. 21) avec n > 1 ne peut exister que pour 
n = 3. Par dualitc, elle equivaut alors a la donnee d'une injection fi 3 ^> D. 

Les points de D annules par 3 sont ceux qui verifient l'equation xyz = 0. Commc 
l'intersection de D avec la droite z = est un sous-groupe canoniquement isomorphe 
a fi 3 et comme le sous-groupe {P ,P 1 ,P 2 } est quant a lui canoniquement isomorphe 
a Z/3Z, le sous-groupe de 3-torsion de D se decompose en 3 D = fi 3 © Z/3Z. 
II s'ensuit que Hom(/x 3 ,Z?) = Hom(/J 3 , /j 3 ) = Z/3Z (ou Horn designe l'ensemble 
des homomorphismes de groupes algebriques sur Q). 

Le noyau de la fleche H 1 (D, Q/Z) — > iJ 1 (Q,Q/Z) d'cvaluation en P est done 
isomorphe a Z/3Z, un generateur etant donne par la suite exacte 

> Z/3Z > D/fi 3 > D > 

obtenue par passage au quotient a partir de la multiplication par 3 sur D. Si ce 
generateur s'annulait en P 1 , autrement dit s'il existait un point rationnel de D/fi 3 
s'envoyant sur P 1 , le groupe de Mordell-Weil de D/fi 3 contiendrait un sous-groupe 
d'ordre 9. Or tel n'est pas le cas (par exemple parce que, comme on l'a vu, le groupe 
de Mordell-Weil d'une courbe elliptique sur Q isogene a D ne contient jamais de 
sous-groupe d'ordre 9), d'ou le lemme. □ 

Remarques 3.3. — (i) De fagon generale, si D est une variete propre, lisse et 
geometriquement connexe sur un corps k, si D est la variete obtenue par extension 
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des scalaires a une cloture separable de k et si G designe le groupe de Galois absolu 
de k, la suite spectrale de Hochschild-Serre fournit une suite exacte 

-» H^k, Q/Z) H 1 (D, Q/Z) £^(5, Q/Z) G H 2 (k, Q/Z) -» H 2 (L>, Q/Z). 

Si -D(fc) ^ 0, le choix d'un point rationncl induit pour chaque i une retraction de 
l'application de restriction H l (k,Q/Z) — > H t (D 1 Q/Z). En particulier la Heche de 
droite de la suite exacte ci-dessus est alors injective et l'on obtient une decomposition 
en somme directe Q/Z) = ff^fe.Q/Z) H 1 (D 1 Q/Z) G . Si k est u n corps 

de type fini sur son sous-corps premier, le groupe H 1 (D, Q/Z) G est fini (cf. [KL811 
Th. 1 (bis)]). C'est ce groupe fini que la premiere partie du lemme 15721 determine dans 
un cas particulier. Sous les hypotheses de ce lemme, l'assertion (a) equivaut a dire 
que le groupe H 1 (D, Q/Z) G est d'ordre 3. 

(ii) Dans la situation de la proposition 13.11 les groupes Br(X) et H 3 (X,G m ) 
sont nuls puisque X = X (8q Q est une surface rationnelle. Le theoreme de purete 
pour le groupe de Brauer et la suite exacte de localisation fournissent done un 
isomorphisme de modules galoisiens Bi(U) ~ H 1 (D, Q/Z) (cf. Gro68, §6] ou la suite 
exacte (15.11) ci-dessous). Ce dernier groupe est isomorphe a (Q/Z) 2 . Compte tenu de 
la remarque 13.31 (i) et du lemme 13.21 on a ici Br(U) G ~ Z/3Z. En particulier Br([/) G 
n'est pas trivial. La proposition 13.11 entraine pourtant que l'application naturelle 
Br(C7) -)> Br([/) G est nulle, puisque Bi(X) = 0. 

Proposition 3.4- — Soit a <= Q*. Notons X' c Pq la surface projective et lisse 
d'equation homogene x 3 + y 3 + 2z 3 = at 3 et U' C Aq la surface affine d 'equation 
x 3 + y 3 + 2z 3 = a, complementaire dans X' de la section hyperplane t — 0. L'image 
de l'application de restriction Br(X') — > Br(U') est d'indice 2 dans Br (£/'). La classe 
de I'algebre de quaternions 

B' = {a{x + y + 2z), -3(a; + y + 2z)(x + y)) e Br(Q(C/')) 

appartient au sous-groupe Bi{U') C Br(Q([/')) et n'appartient pas a Bv(X'), de sorte 
qu'elle induit une decomposition en somme directe Bi{U') = Br(X') © Z/2Z. 

Sous les hypotheses de la proposition 13.41 si aucun de a, 2a, 4a n'est un cube 
dans Q, le quotient Br(J7')/ Br(Q) est done d'ordre 6, engendre par les images des 
classes A' et B' definies respectivement dans les propositions 12.11 et 13.41 

Demonstration. — Le lemme 13.51 ci-dessous jouera le meme role ici que le lemme 13.21 
dans la preuve de la proposition 13.11 : 

Lemme 3.5. — Notons D' C Pq la courbe plane d'equation x 3 + y 3 + 2z 3 = 0. 
Posons P = [1 : -1 : 0] € D'{Q) et P x = [1 : : -1/^2] € D'{K), ou K = Q(v / 2). 

(a) Le noyau de la fleche H 1 (D,Q/Z) — > H (Q, Q/Z) d' evaluation en P Q est 
isomorphe a Z/6Z. 

(b) Le noyau de la fleche H X (D, Q/Z) -> ^(Q, Q/Z) x H 1 ^, Q/Z) produit des 
fleches d 'evaluation aux points P et P x est isomorphe a Z/2Z. 

Demonstration. — Munissons D' de la structure de courbe elliptique sur Q ayant 
pour element neutre le point P . Une equation de Weierstrass pour D' est donnce 
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par if = £ 3 — 1/27 (via x = —1 — 3r], y = —1 + 3rj, z = 3£). II s'agit de la 
courbe 36A3 dans les tables de Cremona |Cre97j . Celles-ci nous apprennent que 
le sous-groupe de torsion du groupe de Mordell-Weil de chaque courbe elliptique 
sur Q isogene a D' est cyclique, d'ordre 2 ou 6. Par dualite, le noyau de la fleche 
H l (D', Q/Z) -> if^Q.Q/Z) devaluation en P s'identifie done a Hom(/x 6 , D'). 
On verifie sans peine que le groupe algebrique 3 D' s'insere dans une suite exacte 

> /x 3 > 3 D' > Z/3Z > 0, 

ou fi 3 C 3-D' designe l'intersection de D' avec l'hyperplan d'equation z — dans Pq. 
II s'ensuit que Hom(/i 3 ,D') = Hom(/Lt 3 , /x 3 ) = Z/3Z. Par ailleurs, le groupe 2 £)'(Q) 
est d'ordre 2, de sorte que HomQu 2 , £)') = Z/2Z et done Hom(/x 6 , D') = Z/6Z. Ainsi 
revaluation en P induit-elle une decomposition H 1 (D', Q/Z) = i? 1 (Q, Q/Z) x Z/6Z, 
le facteur Z/6Z etant engendre par les classes m 2 ,m 3 e H^D', Q/Z) des suites 
exactcs 

(3.3) >Z/2Z >D'/fj, 2 >D' >0 

et 

(3.4) >Z/3Z > D'/(i 3 >D' >0 

induites respectivement par la multiplication par 2 et par 3 sur D' , ou /x 2 C D' 
designe le sous-groupe 2 D'(Q) de 2 D' . Ceci etablit l'assertion (a) du lemme. 

A l'aide des formules de Velu |Vel71j , qui fournissent des equations pour la courbe 
elliptique D 1 / fj, 3 et pour l'isogenie D' / fi 3 — > D' apparaissant dans (|3.4[) . on verifie 
que la fibre de D 1 J \i 3 — > D' en P x est irreductible. L'image de P 1 par l'application 
D'(K) -> H X (K, Z/3Z) bord de (pTI]) est done non nullc. En revanche l'image de P 1 
par l'application D'(K) — > H 1 (K,Z/2Z) bord de (|3.3p est nulle puisque le point P 1 
est d'ordre 3 sur D' . En d'autres termes, nous constatons que m^P^ ^ mais 
m 2 (P 1 ) = 0. L'assertion (b) du lemme s'ensuit. □ 

Etablissons maintenant la proposition 13.41 Comme dans la preuve de la propo- 
sition 13.11 la section hyperplane D' C X' d'equation t = est lisse et Ton dispose 
done, par purete, d'une application residu d D , : Br(£/') — > H 1 (D' , Q/Z) dont le noyau 
est Br(X'). Soient A e Br(U') et m = d D ,(A). Notons k = Q(v^a), K = Q(^2) et 
K' = K(^fa). La droite L' Q C P| d'equations x + y = 0, z = (tfa/ \/2)t est contenue 
dans A'(g)qfc et rencontre D'^nk au seul point P £>?>Qfc, avec intersection transverse en 
ce point. Le meme raisonnement que celui employe dans la preuve de la proposition ^. II 
permet d'en deduire que m(P ) — 0, compte tenu de l'injectivite de la fleche de 
restriction F X (Q, Q/Z) -> if 1 ^, Q/Z). La droite L x C P^, d'equations x+$2z = 0, 
y = ^fat est contenue dans X' ®q if' et rencontre £)' <S>q if' au seul point P x ® K K 1 , 
avec intersection transverse en ce point. L'extension K' / K etant soit triviale, soit 
cubique et non cyclique, la fleche de restriction H 1 (K : Q/Z) — » ii 1 (if', Q/Z) est 
injective. Comme precedemment il s'ensuit que m(P 1 ) = 0. Le lemme [3"31 (b) montre 
maintenant que si m ^ 0, alors m est l'uniquc clement de H 1 (D, Q/Z) verifiant 
m(P ) = et m(P 1 ) = 0. Le quotient Br(U')/ Br(X') est done d'ordre au plus 2. 
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Pour conclure la preuve de la proposition 13.41 il reste settlement a verifier que 
B' € Br(JJ') et B' ^ Br(X'). De facon evidente, la classe B' est non ramifiee sur U' 
en dehors des courbes irreductibles x + y = 0ctx + y + 2z = 0. Que le residu de B' 
au point generique de chacune de ces deux courbes soit nul resulte de la formule du 
symbole modere (cf. [GS061 Ex. 7.1.5, Prop. 7.5.1]) et de l'identite polynomiale 

(3.5) 4(x 3 + y 3 + 2z 3 ) = 3(x + y)(x - y) 2 mod x + y + 2z. 

Quant au residu de B' au point generique de D', il est egal a la classe de la fonction 
rationnelle -3(x + y + 2z)/(x + y) dans Q(D')* /Q(L>')* 2 = H 1 (Q(D'), Z/2Z). Le 
diviseur de cette fonction est 2P — 2P ou P £ -D'(Q) a pour coordonnees homogenes 
[1:1: — 1], Comme P — P a n'est pas un diviseur principal sur D', cettc fonction n'est 
pas un carre et la proposition 13.41 est etablie. □ 

Remarque 3. 6. — La fin de la demonstration de la proposition 13.41 montre que 
le residu de B' au point generique de D' reste non nul meme apres extension des 
scalaires de Q a un corps algebriquement clos. Par consequent B' est une classe 
« transcendante » du groupe de Brauer de U', contrairement a A' . 

4. Sur les entiers 

Nous sommes a present en position d'etablir le 

Theoreme 4-1- — Soit a G Z un entier non nul. 

(a) Si a n'est pas de la forme 9n ± 4 pour un n € Z, il n'y a pas d'obstruction de 
Brauer-Manin d I 'existence d'une solution de I 'equation x 3 + y 3 + z 3 — a en entiers 
x,y,z e Z. 

(b) II n'y a pas d'obstruction de Brauer-Manin a V existence d'une solution de 
I'equation x 3 + y 3 + 2z 3 — a en entiers x,y, z G Z. 

Rappelons que lorsque a = 9n ± 4 pour un n € Z, I'equation x 3 + y 3 + z 3 = a 
n'admet pas de solution entiere (elle n'admet meme pas de solution modulo 9). 

Les resultats des paragraphes [5] ct [3] fournissent des generateurs explicites du 
groupe de Brauer des surfaces affines intervenant dans le theoreme. Afin de determiner 
l'obstruction de Brauer-Manin entiere associee a ces generateurs, nous nous servirons 
d'un lemme general permettant de relier le calcul des invariants locaux a la geometrie 
modulo p des surfaces considerees, aux places de mauvaise reduction. Nous enongons 
et demontrons ce lemme (lemme 14.21) ainsi que deux complements (lemmes 14.31 et 14.41) 
avant d'entamer la preuve du theoreme 14. II Ces trois lemmes seront utilises dans les 
preuves des propositions 14.61 et 14.81 pour calculer l'image de l'application qui a un 
Z p -point M de la surface affine d'equation x 3 + y 3 + z 3 = a (resp. x 3 +y 3 + 2z 3 = a) 
associe l'invariant p-adique de A(M) (resp. de A'(M) ou de B'(M)) lorsque p divise a, 
ou A, A' ct B' sont les classes donnees par les propositions 12.11 et 13.41 

Lemme 4-2. — Soit K un corps p-adique, d'anneau des entiers R et de corps 
residuelk. Soientn ^ 1 et V C P^- une variete projective et lisse. Fixons un hyperplan 
H C V\ et posons D = V H H etU = V\D. Notons V et % les adherences de V et 
de H dans P^. Supposons le schema T> = V l~l % lisse sur R et supposons qu'il existe 
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s G V(fc) n'appartenant pas a %, tel que V ® R k soit le cone dans PJ! de sommet s et 
de base T> ® R k. Notons tt : V° <E) R k T> (g) R k le morphisme de projection depuis s, 
oil V° = V \ {s}. Soient enfin N 1 un entier inversible dans R et B G Br(t/) une 
classe annulee par N , telle que la condition (*) soit satisfaite : 

(*) Le residu de B au point generique de D appartient a I'image de la fleche de 
restriction H 1 ^, Z/NZ) -> H X {D, Z/NZ). 

II existe alors un unique 7 G (& R k, Z/NZ) tel que pour tout point generique r\ 

d'une composante irreductible de V ® R k, le residu de B en rj soit egal a (7r*7)(^) G 
H x {rj, Z/NZ). En outre, si Von pose U° = V° \ V , alors pour tout M G U(K) qui 
se specialise en un point m G V(fc) appartenant a U (k), I'image de j(Tr(m)) par 
I'isomorphisme canonique H 1 (k,Z/NZ) Z/NZ coincide avec I'invariant associe 
a B(M) par la theorie du corps de classes local. 

Demonstration. — Notons Z = V° \ U et Z° = Z \ (D (£) R k), de sorte que Z° est la 
reunion disjointe de D et de U° ® R k. Les schemas Z°, V° et T> ® R k etant tous trois 
rcguliers, la suite exacte longue du triple [MH801 Ch. Ill, Rem. 1.26] 



-*J?l(V ,/ijv) >H% Q {V°\{V® R k),n N ) >H^ Rk {V°,n N ) > 



se reecrit, par purete Fuj02 , en 



(4.1) H% (V°, A(l)) > H 1 (D, A) © H 1 (U° ® R k, A) H°(V ® R k, A(-l)), 

ou A(r) designe le faisceau A = Z/NZ tordu r fois a la Tate. De plus, toujours par 
purete, les Heches f et g s'inscrivent dans des suites exactes 

(4.2) >H l {V,A) >H 1 (D,A) — f -^H°(V® R fc,A(-l)) 

et 

(4.3) > H 1 (V° ® R k, A) > H 1 ^" ® R k, A) — > H°(V ® R k, A(-l)). 

Notons a © ft G .ff 1 (-D, A) © i? 1 (W° © fl fc, A) I'image, par la composee de l'application 
naturelle iJ 2 (J7,A(l)) -> F|(V°,A(1)) et de la fleche de gauche de (|tl)l . d'un 
relevement de B dans H 2 (U, A(l)). Cette image ne depend pas du relevement choisi; 
plus precisement, les restrictions de a et de ft aux points generiques de D et des 
composantes irreductibles de V (3 R k ne sont autres que les residus de B en ces 
points. Au vu de la suite (|4.2|) . la condition (*) entraine que f(a) = 0. D'autre part, 
comme (|4.ip est un complexe, on a f(a) + g(ft) — 0. Ainsi g(ft) = 0, ce qui, d'apres 
la suite exacte (|4.3[) . signifie que ft G ff 1 (V° (g)^ k, A), 

La fleche 7r* : H 1 ('D(E) R k,A) — s- H 1 ^ (g) R k, A) est un isomorphisme puisque 7r est 
le morphisme structural d'un fibre en droites (cf. Mil80 ( Ch. VI, Cor. 4.20]). II existe 
done un unique 7 G H x i/D ® R k,A) tel que ft — ir*^. 

Soit maintenant M G U (K) se specialisant en un point m G U°(k). Notons Ai C U° 
l'adherence de M dans V, de sorte que M. ® R k — m. Commc U° et M. sont lisses 
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sur R, on dispose par purete d'un carre commutatif 

H 2 {U,v N ) > H l (W ® R k, Z/NZ) 

e 

H 2 (M, ft N ) >H 1 (M ® R k,Z/NZ), 

dont les Heches verticales sont les applications de restriction et dont les Heches horizon- 
tales sont les applications residu. La commutativite de ce carre implique que l'image de 
e(/3) par 1'isomorphisme canonique ^(M ® R k,Z/NZ) = H 1 (k, Z/NZ) Z/NZ 
est egale a l'invariant de B(M) (cf. Gro68j p. 94]). Comme par ailleurs e(/3) = 
/3(m) = (7r*7)(m) = 7(7r(m)), ceci termine la demonstration du lemme. □ 



Lemme 4-3. — Sous les hypotheses du lemme \J7^ si la classe B appartient au sous- 
groupe Br(V) C Br(/7) (de sorte que la condition (*) est trivialement satisfaite) et si 
B\ D £ Br(D) designe la restriction de B d D, alors 7 est egal au residu de B\ D au 
point generique de T>® R k. 

Demonstration. — Les schemas V° et T> etant lisses sur i?, le theoreme de purete 



absolu Fuj02 fournit les flcchcs horizontales du carre commutatif 
H 2 (V, fj, N ) > H\V a ® R k, Z/NZ) 



H 2 (D, n N ) > H\V ® R k, Z/NZ), 

ou i designe l'immersion fermee T> ® R k — > V° ® R k. De la commutativite de ce 
carre s'ensuit que le residu de B\ D au point generique de V ® R k est egal a i* (3. Or 
i*/3 = i*7r*7 — (no i)*j = 7, d'ou le lemme. □ 



Lemme 4-4- — Plagons-nous dans la situation du lemme \4-2\ et fixons une famille fi- 
nie B 1 , . . . , Bp *E Br(C7) de classes annulees par N , verifiant chacune la condition (* ). 
Pour tout i, notons 'y i la classe associee a B i par le lemme \4~2\ et Vordre de r ) i . 
Supposons que D soit une courbe elliptique sur K , que les entiers N i soient premiers 
entre eux deux a deux et que pour tout i, l'image de r y i dans k, Z/NZ) soit 

d'ordre N i7 ou k designe une cloture algebrique de k. Alors V application 

U°(R) — > (Z/NZ) e 

qui envoie M € U°(R) C U(K) sur la famille des invariants associes aux B^M) par 
la theorie du corps de classes local a pour image Jli=i Z/iVjZ. 

Demonstration. — Pour tout i, la classe 7^ £ (g) R k, Z/NZ) est representee par 

un revetement cyclique E { — > T)® R k de degre N v Ce revetement est geometriquemcnt 
connexe sur k puisque l'image de 7 i dans H 1 ^ ® R k, Z/NZ) est encore d'ordre N t . 
De plus, comme le corps k est fini, il possede un point rationnel, d'apres un theoreme 
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de F. K. Schmidt (cf. |Ser94l Ch. Ill, §2.3]). II s'agit done d'une courbe elliptique 
s'inscrivant dans une suite exacte 

(4.4) ►Z/JVfZ >E, >V® R k >0. 

De ce point de vue, Papplication V{k) — > H 1 (k,Z/N i Z), m Q h-> 7j(m ) n'est 
autre que le bord de (|4.4[) ; e'est done un morphisme de groupes. Celui-ci est 
surjectif puisque Ton a H 1 (k,E i ) — d'apres le theoreme de F. K. Schmidt. 
Comme les N i sont premiers entre eux deux a deux, il s'ensuit que 1'application 
V(k) — > Y\ l i=1 H 1 (k,Z/N i Z), m n- (7i( m o))i^i^ est ene aussi surjective. D'autre 
part la fleche de specialisation U°(B) — > U°(k) est surjective (lemme de Hensel) et le 
morphisme U°(g> R k — > T>® R k induit par 7r est surjectif sur les fc-points (ses fibres etant 
isomorphes a G m ). La composee de ces trois surjections, de l'isomorphisme canoniquc 
Y^ i=1 H l {k,Z/N i Z) nLi Z /^ Z et de 1'inclusion flLi Z /^ Z C (Z/NZ) e est 
une application U°(R) — !► (Z/NZ) e dont le lemme POl montre qu'elle coincide avec 
celle apparaissant dans l'enonce du lemme I4T41 ce qui conclut la demonstration. □ 

Demonstration du theoreme \4-l\ — Si a £ Z, posons U a = Spec(Z[x,y, z]/(x 3 + y 3 + 
z 3 - a)) et U' a = Spec(Z[a;, y, z]/(x 3 + y 3 + 2z 3 - a)). 

Lemme 4-5. — Les ensembles U a (R), U' a {TL), U a {Z p ) etU' a {Z p ) sont non vides pour 
tout a et tout p, a I'exception de U a (Z 3 ) dans le cas oil a = ±4 mod 9. 

Demonstration. — Pour tout p ^ 3, le schema U a admet un F p -point lisse. En effet, 
si p divise a, le point (1, —1, 0) convient ; dans le cas contraire, tout F p -point est lisse et 
il est bien connu que U a {¥ p ) ^ (cf. [Tor38[ Th. 1]). II s'ensuit que U a {Z p ) ^ pour 
tout p 7^ 3. Pour p ^ {2, 3}, l'ensemble U' a {Z p ) est non vide en vertu de Pidentite (jl.ip 
appliquee a a/6. Que W a (R) et Wa(R) soient non vides est evident. Enfin, la non 
vacuite de U a (Z 3 ) lorsque a ^ ±4 mod 9 et celle de U' a {Z 2 ) et de U' a {Z 3 ) en toute 
generality se ramenent via le lemme de Hensel a un calcul fini que nous ne detaillons 
pas ici. □ 

Quels que soient les entiers a et n, il resulte de l'existence d'un morphisme 
U a -4 U an 3 (resp. U' a -4 U' an3 ) que s'il n'y a pas d'obstruction de Brauer-Manin a 
l'existence d'une solution de l'equation x 3 + y 3 + z 3 — a (resp. x 3 + y 3 + 2z 3 = a) en 
entiers i,j/,z£ Z, il n'y a pas davantage d'obstruction de Brauer-Manin a l'existence 
d'une solution de l'equation x 3 + y 3 + z 3 — an 3 (resp. x 3 + y 3 + 2z 3 = an 3 ) en 
entiers x,y,z S Z. En vue d'etablir le theoreme, et compte tenu que a = ±4 mod 9 
entraine an 3 = ±4 mod 9 si n est premier a 3, il est done loisible de supposer que pour 
tout nombre premier p ^ 3, la valuation p-adique de a verifie v p {a) G {0, 1,2}. Nous 
fixons dorenavant un entier a > satisfaisant cette hypothese, et posons 11 = U a et 
U' = U' a . Nous reprenons les notations U, V, X, X' , D, D' , A, A' , B 1 introduites dans 
les paragraphes precedents et notons de plus X, X' les sous-schemas fermes de P| 
d'equations homogenes respectives x 3 + y 3 + z 3 = at 3 et x 3 + y 3 + 2z 3 — at 3 , et T>, V 
les sous-schemas fermes de X et de X 1 definis par l'equation t = 0. Ainsi U = U® z Q, 
U' = W ® z Q, U = X \ V et W = X' \ V. 
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Considerons d'abord l'obstruction de Brauer-Manin entiere sur hi. Si a est une 
puissance de 3 alors U(7i) ^ de maniere evidente et il n'y a rien a demontrer. 
Sinon, il existe un nombre premier q =^ 3 tel que v q (a) £ {1,2}. Dans ce cas a n'est 
pas un cube et les propositions 12 . II et 13 . 1 1 entrainent que le quotient Br(t/)/Br(Q) est 
d'ordre 3, engendre par la classe de A. Soit alors (M p ) pen £ ]J pen U(Z p ) une famille 
de points locaux, ou fl designe l'ensemble des places de Q (on convient que = R) ; 
l'existence de (M p ) pG Q est assuree par le lemme H~5l D'apres la proposition 14.61 ci- 
dessous, il existe M' q £ U{Z q ) tel que inv g A(M q ) = — J2 P en\{ q } mv p A(M p ). Ainsi, 
en posant M' p = M p pour p ^ q on obtient une famille (M p ) pgn £ Y\ v( znU{Z p ) ortho- 
gonale a Br(U) pour l'accouplement de Brauer-Manin, ce qui etablit l'assertion (a) 
du theoreme. 

Proposition 4-6. — Pour p ^ 3 tel que v (a) £ {1,2}, I 'application U(Z p ) —¥ Z/3Z 
qui a M £ U(Z p ) c U(Q p ) associe I'invariant p-adique de A(M) £ Br(Q p ) est 
surjective. 

Demonstration. — Commc p =/= 3, le schema Z?(8 Z Z p est lisse sur Z p . Par purete on 
dispose done d'une fleche residu 3 Br(D<g>QQ p ) — > H 1 (T>® z F p , Z/3Z). Soit 7 l'image, 
par cette fleche, de la restriction de A £ Br(X) a D ®q Q p . 

Lemme 4.7. — L'image de 7 dans H 1 (T>(^ z F p , Z/3Z) est non nulle (ou F p designe 
une cloture algebrique de F p ). 

Demonstration. — Apres extension des scalaires de Q a Q(j), la classe A s'ecrit 
(1 + o-) (((s + jy)/(x + y), a),) = ((x + jy)/(x + y), a) j - {{x + j 2 y)/(x + y), a) j = 
((x + jy)/(x + j 2 y),a)j d'apres l'egalite (|2.ip . Fixons un plongement de Q(j) 
dans Q p r et notons L le corps des fonctions de T> <g> z F p . La fonction rationnelle 
/ = (x + jy)/[x + j 2 y) sur V ® z Z p r est inversible au point generique de V ® z F p . 
Par consequent le residu, en ce point, de la restriction de A a D ®q Q p r est egal a 
la classe de f v "^ dans L*/L* 3 = H 1 (L,/x 3 ) = H^L, Z/3Z) (ou Z/3Z est identifie 
a fj, 3 au-dessus de F p a l'aide du choix precedemment fixe de j dans Q p r ). II sufBt 
done, pour conclure, de verifier que / n'est pas un cube dans L. Or le diviseur de / 
sur V (g) z F p s'ecrit 3P — 3Q avec P,Q £ T>(F ) distincts, et deux points distincts sur 
une courbe elliptique ne sont jamais lineairement equivalents. □ 

Compte tenu du lemme 14.71 il suffit a present d'appliquer les lemmes 14.31 et 14.41 
(avec i = 1) pour conclure la preuve de la proposition 14.61 □ 

Passons maintenant a la demonstration de l'assertion (b) du theoreme 14. II Si a est 
une puissance de 2 ou une puissance de 3, alors W(Z) 7^ 0. II en va de meme si a 
est divisible par 6, compte tenu de (jl.l[) . On peut done supposer que a ne s'ecrit pas 
sous la forme ±2 r 3 s avec r, s £ N. Dans ce cas ni a, ni 2a, ni 4a ne sont des cubes. 
D'apres les propositions 12.11 et 13.41 le quotient Br ([/')/ Br(Q) est done d'ordre 6 et 
est engendre par les classes de A' et de B' . 
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Proposition 4-8. — Soit p ^ 2,3. L'application U'(Z p ) — >• Z/3Z x Z/2Z qui a 
M £ W(Z p ) C [7(Q„) associe le couple forme des invariants p-adiques de A'(AI) et 
de B'(M) est surjective si v p (a) = 1. Si v p (a) — 2, son image est egale a Z/3Z x {0}. 

Demonstration. — Notons £ H Y {T>' <§5 Z F p , Z/3Z) le residu, le long de V ® z ^p, 
de la restriction de A' £ Br(X') a D' ®q Q p - II resulte du lemme H~71 moyennant un 
changement de variables evident, que l'image de j A , dans ® z F p ,Z/3Z) est 

non nulle. 

Le residu de 5' au point generique de D' est la classe de la fonction rationnelle 
g = -3{x + y + 2z)/(x + y) dans Q(D')* /Q(D')* 2 • On voit grace a (J33J) que le 
diviseur de g sur le schema V ® z Z p est un double. Par consequent, le revetemcnt 
double de T>' Z Z p obtenu en extrayant une racine carree de g est etale sur V ® z Z p ; 
la classe B' verifie done la condition (*) du lemme 14.21 Notons -f B , l'element de 
H l {V (g) z F p , Z/2Z) que celui-ci associe a B 1 . 

Supposons d'abord que v p (a) — 1. Soient K le corps des fonctions de V <& z F p et L 
celui de A"<g> z F p , de sorte que L est isomorphe a K{t). Compte tenu que v p (a) = 1, le 
residu de B' au point generique i] de X 1 ® z F p est la classe dans L* /L* 2 de la fonction 
rationnelle — 3(x + y + 2z)/(x + y) £ K* . Le diviseur de cette fonction sur V <g) z F p est 
2_P — 2P ou P, P £ V(F p ) out pour coordonnees homogenes respectives [1:1: —1] et 
[1 : —1 : 0]. Comme P — P n'est pas un diviseur principal sur V <g> z F p , il s'ensuit que 
— 3(x + y + 2z)/(x + y) n'est pas un carre dans K, ni a fortiori dans L. En conclusion, 
le residu de B' en r\ n'est pas nul et l'image de -f B , dans Cg) z F p ,Z/2Z) est 

done non nulle egalement. Le lemme S31 applique a et 7 S , (avec ^ = 2 et TV = 6) 
entraine maintenant la surjectivite de l'application apparaissant dans l'enonce de la 
proposition ^. 81 

Supposons maintenant que v p {a) — 2. Dans ce cas le residu de B' en n est 
nul. Par consequent j B , = et le lemme 14.21 entraine done que l'application 
W°(Z ) Z/2Z qui a M associe l'invariant p-adique de B'(M) est nulle, ou U'° 
designe le complementaire, dans W , du point de coordonnees (x, y, z) = (0, 0, 0) dans 
W ® z F p . Or on constate tout de suite que W°(Z ) = U'(Z ) puisque v p (a) < 3. 
II suffit done pour conclure de verifier que l'application U'{Z p ) — > Z/3Z devaluation 
de A 1 est surjective ; mais ceci resulte du lemme 14.31 □ 

Proposition 4-9. — L'application U'(Z 2 ) — > Z/2Z qui a M associe l'invariant 
dyadique de B'(M) est surjective. 

Demonstration. — Toute unite dyadique etant un cube, il existe v £ N et r £ Z 2 tels 
que a = 2 v r 3 . On a meme v £ {0, 1, 2} d'apres les reductions effectuees au debut de 
la demonstration du theoreme l4.ll 

Comme le morphisme canonique W ® z Z 2 — > Id^v ® z Z 2 consistant a diviser x, y 
et z par r induit une bijection U'(Z 2 ) — > U 2 v(Z 2 ) et comme l'image reciproque de la 
classe B' 2 v — (2 v (x + y + 2z) 7 —3(x + y + 2z)(x + y)) £ Br(U 2 v (8> Z Q 2 ) par ce morphisme 
est egale a B', on peut supposer, quitte a remplacer a par 2 V , que a £ {1, 2, 4}. 

Notons t la racine cubique de 3 dans Z 2 et ev l'application apparaissant dans 
l'enonce du lemme. Remarquant que t = 27 mod 32, il est aise de verifier les trois 
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assertions suivantes, qui terminent la demonstration : si a = 1, alors ev(l,0,0) = 
et ev(2, — 1, — t) = 1 ; si a = 2, alors ev(l, 1, 1) = et ev(t, 1, —1) = 1 ; si a = 4, alors 
ev(0,0,l) = et ev(t,-l,l) = 1. □ 

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du theoreme 14.11 Rappelons que 
nous avons suppose d'une part que v p {a) G {0,1,2} pour tout p ^ 3 et d'autre 
part que a ne s'ecrit pas sous la forme ±2 r 3 s . II existe done un nombre premier 
q ^ 2,3 tel que v q (a) G {1,2}. Fixons alors, avec l'aidc du lemme 14.51 une 
famille de points locaux (M p ) pen e Y\ pen U'{Z p ). Si v q (a) = 1, il existe, d'apres la 
proposition S^l un point M' q G U'(Z q ) tel que inv g A'{M' q ) = - E P efi\{g} inv p A '( M p) 
et inv g S'(M^) = - inv P B \ M P )- En posant M£ = M p pour p ^ g on 

obtient ainsi une famille (M p ) pG Q € ELen^'C^p) orthogonale a la fois a A' et 
a -B', et done a Br(C/'), pour Paccouplement de Brauer-Manin. Si v q (a) = 2, il 
existe, d'apres la proposition 14.91 un point M' 2 G U'(Z 2 ) tel que inv 2 B'lM^) = 
— J2pen\{2q}i nv pB'(M p ). La proposition 14.81 fournit ensuite un point M' q G U'(Z q ) 
tel que inv' ? A'(M g ) = - inv 2 A'(M^) - E pe n\ { 2, 9 } inv P A '( M p) et mv q B'(M$ = 0. 
Posant M' p — M p pour p 6 !! \ {2,g}, la famille (M p ) p£n est alors orthogonale a 
Br([/') pour l'accouplement de Brauer-Manin. □ 

Remarque 4-10. — Nous avons vu avec la proposition 14 . 81 a ue pour p 5 premier, 
l'application U'(Z p ) — > Z/2Z qui a M associe l'invariant p-adique de B'(M) est nulle 
si v p (a) est pair et est surjective dans le cas contraire. On peut verifier que pour p = 3 
cette application est nulle si v 3 (a) ^ 1, surjective sinon, et que pour p = oo, elle est 
toujours nulleK 1 )!. Ainsi, dans le cas ou a est un carre premier a 3, la demonstration 
du theoreme 14. II passe- t-elle necessairement par des considerations dyadiques. 



5. Remarques, exemples et questions 

5.1. Groupes de Brauer. — Au paragraphe [3] nous avons determine, dans deux 
cas particuliers, le conoyau de l'application de restriction Br(X) — > Br(U) ou X C Pq 
est une surface cubique lisse et U est le complementaire d'une section hyperplane 
lisse D C X (propositions 13.11 et 13. 4[) . Les demonstrations s'appuyaient sur des 
informations de nature arithmetique (etude des courbes elliptiques sur Q isogenes 
a D) et sur l'observation algebrique suivante : si L C P| est une droite contenue 
dans X, definie sur une extension fc/Q, alors le residu de toute classe de Br(J7) le 
long de D s'annule au point d'intersection de L avec D puisque L n U est isomorphc 
a Aj, et que Br(A^) = Br(k). Nous expliquons et generalisons cette observation dans 
le lemme [57T1 ci-dessous : nous appliquons ensuite ce lemme dans diverses situations. 

Soit X une variete propre et lisse sur un corps k de caracteristique et D C X une 
sous-variete fermee, lisse, purement de codimension 1. Notons U = X \ D. D'apres 
le theoreme de purete pour le groupe de Brauer, la suite exacte de localisation en 



1. Pour p = 3 dans le cas ou 1,3 (a) = et pour p = 00, ces deux assertions resultent immediatement 
de Pidentite 4(x 3 + y 3 + 2z 3 ) = 3(x + y)(x - y) 2 + (x + y + 2z)((x + y + 2z) 2 - 6(x + y)z). 
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cohomologie etale s'ecrit 

(5.1) > Br(X) > Br(U) > H l {D., Q/Z) — > H 3 (X, G m ). 

(cf. |Gro6 8, §6]). Afin de determiner le groupe Br(C7) il est necessaire de controler 
le noyau de l'application 9 apparaissant dans (|5.ip . Pour ce faire, nous considererons 
des courbes auxiliaires C C X propres et lisses telles que le schema C <~) D soit etale 
sur k. Si C est une telle courbe, notons a c : H 1 (D, Q/Z) — > H 1 (k, Q/Z) l'application 
definie par cr c (m) = Epecnc Cores fc(P)/fc( m ( p ))- 

Lemme 5.1. — On a Ker(#) C Ker(cr c ) pour toute courbe irreductible C C X propre 
et lisse telle que le schema C l~l D soit etale sur k. 

Dans le cas ou C et D se rencontrent en un unique point, on retrouve l'observation 
signalee precedemment. 

Pour prouver le lemme 15.11 nous allons etablir Penonce plus fort suivant : 

Lemme 5.2. — Soit C C X une courbe irreductible, propre et lisse surk, telle que le 
schema CdD soit etale sur k. Notant C la courbe obtenue par extension des scalaires 
a une cloture algebrique de k, on dispose d'un diagramme commutatif 

H 1 (D, Q/Z) H 3 (X, GJ ► H 3 (C, GJ > H 2 (k, Pic(C)) 

H\k, Q/Z) > H 2 (k, Z), 

ou la fleche verticale de droite est induite par l'application degre Pic(C) — > Z et les 
fleches horizontales du haut sont la restriction H 3 (X, G m ) — > H 3 (C\ G m ) et la fleche 
H 3 (C,G m ) — > H 2 (k, Pic(C)) issue de la suite spectrale de Hochs child- Serre (compte 
tenu que H q (C, G m ) = pour q ^ 2). 

Demonstration. — Quitte a remplacer X par C et D par C n D, on peut supposer 
que X est une courbe et que C = X. Notons i : D <->• C et j : U C les injections 
canoniques. Par construction, l'application 9 est la composee de 1'isomorphisme 
H^D, Q/Z) H 2 (D,Z) et de l'application H 2 (D,Z) -4 H 3 (C,G m ) bord de la 
suite exacte de faisceaux etales sur C 

(5.2) >G ra >j;G m >i,Z >0. 

Notant b : «„Z — > G m [l] le morphisme defini par (|5.2p dans la categorie derivee des 
faisceaux etales en groupes abeliens sur C, le morphisme 9 est done obtenu, modulo 
l'identification H 2 (D,Z) ~ iJ 1 (Z?,Q/Z), en appliquant successivement les foncteurs 
RT(C,-) et H 2 (k,-) kb. _ 

Comme Rr(C, j t Z) = Z 5 , la composee de RT(C, 6) : RT(C, j t Z) -4 Rr(C, G m )[l], 
du morphisme de troncation 

Rr(C,Gj[l] ^ (r^Rr(C,G m )) [1] = Pic(C) 

et du degre Pic(C) — > Z est une fleche t : Z D — > Z entre complexes concentres 
en degre 0. Elle provient done d'une unique application entre modules galoisiens. 
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Celle-ci n'est autre que I'application induite par t entres les objets de cohomologie 
de degre des complexes considered. Autrement dit t est egale a la composee de 
I'application T(C, b) : 7? -> Pic(C) bord de $5/2$ et du degre Pic(<7) -> Z. Par 
consequent t est I'application m H> ^2 P& j^i r n(P) et H 2 (k,t) : H 2 (D,Z) — » H 2 (k,Z) 
coincide done avec a c modulo les isomorphismes canoniques H 2 (D, Z) ~ H 1 (D, Q/Z) 
et H 2 (k,Z) ~ H 1 (k, Q/Z). Ceci acheve la demonstration puisque H 2 (k,t) est la 
composee de avec les fleches indiquees dans l'enonce du lemme. □ 

L'interet du lemme 15.21 ne se resume pas au cas ou C et D se rencontrent en un 
unique point. Notamment, une consequence immediate de ce lemme est la description 
du groupe de Brauer du complementaire d'une courbe plane lisse sur un corps de 
caracteristique arbitraire : 

Proposition 5.3. — Soient D C Pf, une courbe plane lisse sur un corps k de 
caracteristique 0. Notons U = P 2 \ D. Le groupe Br(CZ) s'inscrit dans une suite 
exacte canonique 

(5.3) ► Br(fc) ► Br{U) > H X {D, Q/Z) H\k, Q/Z), 

ou I'application a verifie aim) = Y^PzLnD C° res fc(P)//c( TO (-F > )) pour tout m et toute 
droite L C P\ rencontrant D transversalement en chaque point d'intersection. (En 
particulier le membre de droite de cette egalite ne depend-il pas du choix de L.) 

Demonstration. — Soit k une cloture algebrique de k. Comme if 9 (P|, G m ) s'annule 
pour q 2 et comme H 2 (k, Pic(P|)) ~ ^(fc, Q/Z), la suite spectrale de Hochschild- 
Serre induit une suite exacte 

(5.4) H 3 (k, GJ > H*{Pl GJ > H\k, Q/Z). 

Par ailleurs, la suite (|5.1|) sc prolongc a droite en une suite exacte 

(5.5) H\D, Q/Z) H 3 (P 2 , GJ > H*{U, GJ. 

La composee de la fleche de gauche de (|5.4[) et de la neche de droite de (I5.5[) est 
injective (tout point rationnel de U en fournit une retraction). Par consequent la Heche 
de droite de (|5.4p est injective sur l'image de 8. La suite (|5.ip reste done exacte si Ton 
remplace son dernier terme par H 1 (k, Q/Z) ; grace au lemme I5T21 la proposition 15.31 
s'ensuit. □ 

Lorsque D est une conique, cette description se simplifie encore : on obtient une 
suite exacte 

(5.6) >Br(k) >Bx(U) > k*/k* 2 >0. 

Si / € k[x, y, z] est une forme quadratique s'annulant sur D et si £ £ k[x, y, z] designe 
une forme lineaire arbitraire, Palgebre de quaternions (/ /£ 2 , a) est non ramifiee sur U 
et definit un relevement dans Br(U) de la classe de a dans k* /k* 2 . 

II serait souhaitable de disposer d'une description aussi complete du groupe de 
Brauer de U dans la situation ou U est le complementaire d'une section hyperplanc 
lisse dans une surface cubique lisse que dans la situation ou U est le complementaire 
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(Tune courbe lisse dans le plan projectif. Malheureusement le lemme 15.11 ne fournit 
qu'une majoration du groupe Ker(#). II s'avere neanmoins que la proposition 15.31 
permet dans certains cas de pallier cettc difBcultc, comme nous allons tout de suite le 
constater sur l'exemple des revetements cycliques de degre n du plan projectif ramifies 
le long d'une courbe lisse de degre n. 

Supposons, pour simplifier, que H 3 (k,G m ) = (cettc hypothcsc est notamment 
satisfaite si k est un corps de nombres). Soicnt DcP] une courbe plane lisse, de 
degre n ^ 1, et / € k[x,y,z] un polynome homogene de degre n s'annulant sur D. 
Soit X C P| la surface lisse d'equation f(x,y,z) = t n . Voyant indifferemment la 
courbe D comme plongee dans ou dans X (auquel cas elle s'identifie a la section 
hyperplane d'equation t = 0), nous posons U — X \ D et V — V k \ D. Le revetement 
7r : X — s- P| defini par [x : y : z : t] i— > [x : y : z] est ramifie a l'ordre n le long de D 
et induit sur U une structure de torseur sous //„ au-dessus de V. Par consequent les 
suites exactes (|5.1|) et (|5.3|) associees aux immersions ouvertes U C X et V C V\ 
s'inscrivent dans un diagramme commutatif 

► Br(fc) > Br(V) )• i? 1 ^, Q/Z) ^C*, Q/Z) 

IT* Xll 

(5.7) > Br(X) > Br(U) > H\D, Q/Z) — ff 3 (X, G m ) 

> Br(fc) > Br(V) >H 1 {D, Q/Z) -^-^ H 1 (k, Q/Z) 

(cf. |CTSD941 Prop. 1.1.1, Prop. 1.1.2] ; remarquer que H 3 (P 2 k ,G m ) = /f^^Q/Z) 
puisque _ff 3 (fc,G m ) = 0). II resulte de la partie inferieure de ce diagramme que 
Ker(9) C Ker(cr), tandis que la partie superieure montre que tout element de Ker (a) 
d'ordre premier a n appartient a Ker(#). Ainsi avons-nous etabli le 

Lemme 5.4- — Avec les notations ci-dessus, pour tout ni € fl" x (D,Q/Z) d'ordre 
premier an, on a m S Ker(0) si et seulement si m € Ker(cr). 

II s'agit la d'un critere simple pour l'appartenance de to a Ker (9), lorsque l'ordre 
de to est premier a n. Quand ce critere s'applique, le diagramme (|5.7[) montre de plus 
que pour exhiber une classe de Br(Z7) dont le residu le long de D soit egal a to, il 
sufBt de chercher une telle classe dans l'image de tt*. C'est en procedant ainsi que 
nous avons explicite Palgebre de quaternions B' de la proposition 13.41 a partir de la 
classe dans H 1 (D, Q/Z) de la 2-isogenie (|3.3p (dont il n'etait pas clair a priori qu'elle 
appartenait au noyau de 9), a l'aide de la proposition 15.31 

Mentionnons pour terminer ce paragraphe une derniere application du lemme [5T21 : 

Proposition 5.5. — Soit X une variete propre et lisse sur un corps de nombres k et 
D C X une sous-variete fermee de codimension 1, lisse et geometriquement connexe 
surk. Notons k une cloture algebrique de k et posons U = X\D. S'il existe une courbe 
propre et lisse C C X (g> k k rencontrant D ® k k en un unique point, avec intersection 
transverse en ce point, le quotient Br(J7)/Br(X) est fini. 
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Demonstration. — Nous devons montrer que le noyau de l'application 9 apparaissant 
dans (|5.1[) est fini. Pour ceci il est loisible de remplacer k par une extension finie 
arbitraire puisque le noyau de la fleche de restriction H 1 (D, Q/Z) — > H 1 (D^ k £, Q/Z) 
est fini pour toute extension finie ijk. En particulier pouvons-nous supposer la 
courbe C definie sur k. D'apres le lcmmc ETTI il suffit alors de s'assurer que Ker(cr c ) est 
fini. Or a c est ici une retraction de la fleche naturelle iJ 1 (fc,Q/Z) — > Q/Z). 
Le noyau de a c s'identifie done au groupe H°(k, H 1 (D, Q/Z)), lequel est fini d'apres 
Katz et Lang (voir la remaraue 13.31 (i)). □ 

Les hypotheses de la proposition 15.51 sont notamment satisfaites lorsque X est une 
sous-variete de PjJ de dimension ^ 2 contenant geometriquement une droite et que D 
est une section hyperplane lisse de X ne contenant pas cette droite (par exemple X 
pourrait etre une surface cubique lisse et D une section hyperplane lisse arbitraire). 

Que Ton ne puisse se dispenser de supposer l'existence de C se voit deja sur 
Pexemple du complementaire d'une conique dans le plan, compte tenu de la suite 
exacte (|5.Gp . 

5.2. Contre-exemples a l'approximation forte. — II resulte du lemme 1431 et 
de la proposition ^. 91 que quel que soit l'entier a ^ 0, la classe B' de la proposition ^. 41 
est toujours responsable d'une obstruction de Brauer-Manin a l'approximation forte 
sur la surface affine U' sur Q d'equation x 3 + y 3 + 2z 3 = a (et meme a l'approximation 
forte en dehors de la place reelle, puisque B' s'evalue trivialement sur U'(R) ; voir la 
remarque I4.1(J|) . 

Exemple 5.6. — L'equation x 3 + y 3 + 2z 3 = 2 n'admet pas de solution x,y,z £ Z 
telle que x + y = 2 mod 8 et z = 2 mod 4, bien qu'une solution dans Z 2 satisfaisant 
ces congruences existe (par exemple x = 9, y = 9 ct z = — 2v^91) et bien qu'il 
existe des solutions dans Q arbitrairement proches de toute solution dyadique fixee 
(par exemple la solution x = —1/15, y = —17/15, z = 6/5 vcrifie v 2 (x — x Q ) ^ 3, 
My - 2/o ) > 3 ct v 2( z - z o) > 2 )- 

Demonstration. — La surface cubique projective X' d'equation x 3 +y 3 + 2z 3 = 2t 3 est 
rationncllc sur Q puisqu'ellc contient deux droites gauches conjuguees (cf. [S D70] ). 
Par consequent cllc satisfait l'approximation faible ; en particulier l'ensemble J7'(Q) 
est dense dans U'(Q 2 ). Supposons maintenant qu'il existe un point M £ U'(Z) de 
coordonnees (x,y,z) tel que x + y = 2 mod 8 et z = 2 mod 4. Notant B' £ Br([/') 
la classe definie dans l'enonce de la proposition 13.41 favec a = 2), l'invariant dyadique 
de B'(M) est alors non nul (cf. |Ser701 Ch. Ill, th. 1]). Or, d'apres la remarque l4.10l 
revaluation de B' sur W(Z p ) est triviale pour tout p ^ 2. La loi de reciprocite globale 
appliquee a B'(M) £ Br(Q) fournit done une contradiction. □ 

Remarque 5. 7. — D'apres Cassels [Cas85 , si x, y, z £ Z verifient x 3 + y 3 + z 3 = 3, 
alors x = y = z mod 9. Notons comme precedemment U la surface affine d'equation 
x 3 +y 3 +z 3 = 3 et X la surface cubique projective correspondante. Les propositions l2.ll 
et 13.11 montrent que le groupe Br(J7)/Br(Q) est d'ordre 3, engendre par l'image de 
la classe A £ ~Br(X) definie dans l'enonce de la proposition 12.11 Comme X et A 
ont bonne reduction hors de 3, revaluation de A sur X(Q„) est nulle pour tout 
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nombre premier p ^ 3. L'evaluation de A sur X(R) etant egalement nulle, il resulte 
de la loi de reciprocite globale que l'invariant 3-adique de A(M) s'annule pour tout 
M £ X(Q). Concretement, cela signifie que si x,y, z £ Q vcrificnt x 3 + y 3 + z 3 = 3, 
alors l'invariant local de (x + jy,3)j € Br(Q(j)) en l'unique place de Q(j) divisant 3 
est nul ; on constate a l'aide du formulaire CTKS87, p. 34] que l'affirmation de 
Cassels en resulte. Cette interpretation du calcul de Cassels montre bien que le defaut 
d'approximation forte mis en evidence dans |Cas85j est en realite du a une obstruction 
de Brauer-Manin a 1'approximation faible : l'ensemble C/(Q) HW(Z 3 ) n'est meme pas 
dense dans U(7i 3 ). L'exemple 15.61 en revanche, presente indiscutablement un defaut 
d'approximation forte puisque 1'approximation faible y est satisfaite. 

5.3. Criteres pour l'existence de points entiers. — Le theoreme 14.11 amene 
naturellement les deux questions suivantes : 

Questions 5.8. — (i) Soit / £ Z[x,y,z] un polynome homogene de degre 3 tel que 
la courbe plane d'equation / — soit lisse sur Q. Soit n un entier non nul. L'equation 
f{x,y,z) — n admet-elle une solution {x,y,z) £ Z 3 des que l'obstruction de Brauer- 
Manin entiere ne s'y oppose pas ? 

(ii) Plus generalement, soient X C P| une surface cubique lisse sur un corps de 
nombres k et U C X le complcmentaire d'une section hyperplane lisse. L'ensemble 
U(k) est-il dense dans U(A k )^ {U) ? 

La notation U(A k )^ designe ici le sous- ensemble de U(A f k ) x tt (?7(A^)) 
constitue des families orthogonales a Br(J7) pour l'accouplement de Brauer-Manin, 
ou A k = A k x est la decomposition des adeles de k en adeles finis et infinis. 

Si U est le complementaire d'une section hyperplane lisse dans une surface cubique 
lisse sur un corps de nombres, une reponse affirmative a la question (ii) aurait pour 
corollaire que l'ensemble des points entiers de U (un modele etant fixe) serait soit 
vide, soit dense dans U pour la topologie de Zariski (en particulier infini), compte 
tenu de la proposition 15.51 Beukers [Beu99] (voir aussi [HTOll Th. 6.13]) a etabli 
la Zariski-densite potentielle des points entiers de U (c'est-a-dire la Zariski-densite 
apres une extension finie des scalaires). Hassett et Tschinkel [HTOli §7] discutent 
plus generalement la question de la Zariski-densite potentielle des points entiers sur 
les surfaces log-K3. II serait cependant deraisonnable de poser la question 15.81 (ii) 
pour toutes les surfaces log-K3. La reponse est en cffct dcja negative pour les surfaces 
log-del Pezzo, comme l'illustrent les deux exemples ci-dessous. 

Exemple 5.9. — De facon evidente, l'equation 2a: 2 + 3y 2 + 4z 2 = 1 n'admet pas de 
solution entiere (x,y, z) £ Z 3 . Nous allons voir qu'il n'y a pourtant pas d'obstruction 
de Brauer-Manin a l'existence de telles solutions. 

Notons X C Pq la surface quadrique definie par 2x 2 + 3y 2 + 4z 2 = t 2 et D C X la 
section hyperplane lisse d'equation t = 0. Soient de plus U = Spec(Z[x, y, z]/(2x 2 + 
3y 2 +4z 2 — 1)) et U = X\D — U® Z Q. Le lemme l5T2"1 et la suite exactc (I5.ip pcrmcttcnt 
de verifier que Br(J7)/Br(Q) est d'ordre 2, engendre par la classe de l'algebre de 
quaternions A = (1 — 22,-6). Notons P,Q £ U(Q) les points de coordonnees 
P = (0, 1/2, 1/4) et Q = (3/5, 1/5, 1/5). Vu les denominateurs des coordonnees de P 



GROUPE DE BRAUER ET POINTS ENTIERS 



21 



et de Q, on a U(Z p ) ^ pour tout p. D'autre part P et Q sont tous les deux entiers 
en la place 3 et les invariants 3-adiques de A(P) et de A{Q) sont differents. II existe 
done bien une famille de points entiers locaux de U orthogonale a Br([/). 

Le premier auteur et Xu [CTX09, Th. 6.3] demontrent neanmoins que si n est 
un entier non nul et / £ Zi[x,y,z] une forme quadratique homogene indefinie, alors 
l'equation f(x, y, z) = n admet une solution entiere des que l'obstruction de Brauer- 
Manin ne s'y oppose pas. Pour autant, meme avec / indefinie, la surface log-del Pezzo 
complementaire dans le plan projectif de la conique lisse d'equation / = peut ne 
pas admettre de point entier sans que cela resulte d'une obstruction de Brauer-Manin 
entiere : 

Exemple 5.10. — Soit f(x,y, z) = I6x 2 + 9y 2 - 3z 2 . Notons V C P| le ferme defini 
par / = 0, puis V = P| \ V et V = V ® z Q. Notons dc plus X C Pq la surface 
quadrique d'equation f(x,y,z) — t 2 . Posons U — Spec(Z[x, y, z]/(f(x, y, z) — 1)), de 
sorte que U =IA <§5 Z Q s'identifie au complementaire dans X de la section hyperplane 
lisse d'equation t — et est naturellement muni d'un morphisme fini etale 7r : U — > V 
de degre 2. L'equation f(x,y,z) = —1 n'admet pas de solution (x,y,z) G Z 3 car elle 
n'en admet pas dans (Z/3Z) 3 . Par ailleurs, d'apres [SPX041 Ex. 1.2] ou jCTX09| 
Prop. 8.2], l'equation f(x,y,z) — 1 n'admet pas de solution (x,y,z) £ Z 3 mais en 
admet une dans R 3 et dans Z 3 pour tout p (autrement dit IA n'admet pas de point 
sur Z mais admet des points entiers locaux). Comme 1 et — 1 sont les seules unites 
de Z, on conclut que V(Z) = 0. D'autre part, la suite exacte (|5.6p montre que le 
groupe Br(V)/ Br(Q) est annule par 2 et le diagramme (|5.7[) permet d'en deduire que 
tt* Br(V) C Br(X) ; comme Bi(X) = Br(Q), il s'ensuit que la projection dans V 
de n'importe quelle famille de points locaux de U est orthogonale a Br(V) pour 
l'accouplement de Brauer-Manin. II n'y a done pas d'obstruction de Brauer-Manin 
entiere a l'existence d'une solution dans Z 3 de l'equation lQx 2 + 9y 2 — 3z 2 = ±1, bien 
qu'une telle solution n'existe pas. 

Le lecteur verifiera que cet exemple se generalise a f(x, y, z) = 16m 2 x 2 +p 2k y 2 — pz 2 
avec m, k > entiers et p premier congru a 3 modulo 8. 

L'absence de point entier sur le schema hi de l'exemple 15.91 est liee a un phenomene 
archimedien. Dans l'exemple 15.101 bien qu'il n'y ait pas d'obstruction de Brauer- 
Manin a l'existence d'un point entier sur IA, la vacuite de hi (Z) s'explique par une 
obstruction de Brauer-Manin entiere sur un revetement etale de U . 

Ces deux difficultes ne concernent vraisemblablement pas la question 15.81 En 
effet celle-ci porte sur une equation de degre impair, ce qui ecarte tout phenomene 
archimedien evident, et d'autre part, d'apres |Ser95j . la surface U qui y est consideree 
est simplement connexe. 

Examinons, pour terminer, la question 15.81 (ii) dans la situation de l'exemple 15.61 

Exemple 5.11. — Posons W = Spec(Z[a;, y, z]/(x 3 + y 3 + 2z 3 — 2)). Nous avons vu 
que la surface U' = W® Z Q est rationnelle sur Q ; la proposition ^. 4l entraine done que 
Br(U')/ Br(Q) est d'ordre 2, engendre par l'image de B' . D'autre part, revaluation 
de B' sur U'(R) et sur U'(Z ) pour tout p ^ 2 est triviale (remaraue 14. 10[) et B' 
atteint la valeur sur W(Z 2 ) (proposition [321) • Pour que la question 15.81 (ii) admette 
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unc reponse positive, il est done necessaire que W(Z) soit dense dans Ilp^{2 00} ^'(^p) 
pour la topologic produit. 
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